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Soient
X un espace de Hilbert,
A : D(A)→ X un ope´rateur anti-adjoint,
Syste`me conservatif{
z˙ (t) = Az (t), ∀ t ∈ [0,∞),
z (0) = z0 ∈ D(A).
Par exemple A ∈ Mn(C) anti-hermitienne, et D(A) = X = Cn .
Ou encore
A =
(
0 I
∆ 0
)
(+ conditions de Dirichlet) dans Ω ⊂ Rn borne´
et X = H 10 (Ω)× L2(Ω)
⇓
L’e´quation des ondes avec z =
[
w
w˙
]
Ghislain Haine Observateurs, 10/04 Reconstruction de l’e´tat initial d’un syste`me 4/ 43
Soient
X un espace de Hilbert,
A : D(A)→ X un ope´rateur anti-adjoint,
Syste`me conservatif{
z˙ (t) = Az (t), ∀ t ∈ [0,∞),
z (0) = z0 ∈ D(A).
Par exemple A ∈ Mn(C) anti-hermitienne, et D(A) = X = Cn .
Ou encore
A =
(
0 I
∆ 0
)
(+ conditions de Dirichlet) dans Ω ⊂ Rn borne´
et X = H 10 (Ω)× L2(Ω)
⇓
L’e´quation des ondes avec z =
[
w
w˙
]
Ghislain Haine Observateurs, 10/04 Reconstruction de l’e´tat initial d’un syste`me 4/ 43
Soient
X un espace de Hilbert,
A : D(A)→ X un ope´rateur anti-adjoint,
Syste`me conservatif{
z˙ (t) = Az (t), ∀ t ∈ [0,∞),
z (0) = z0 ∈ D(A).
Par exemple A ∈ Mn(C) anti-hermitienne, et D(A) = X = Cn .
Ou encore
A =
(
0 I
∆ 0
)
(+ conditions de Dirichlet) dans Ω ⊂ Rn borne´
et X = H 10 (Ω)× L2(Ω)
⇓
L’e´quation des ondes avec z =
[
w
w˙
]
Ghislain Haine Observateurs, 10/04 Reconstruction de l’e´tat initial d’un syste`me 4/ 43
Soient
X un espace de Hilbert,
A : D(A)→ X un ope´rateur anti-adjoint,
Syste`me conservatif{
z˙ (t) = Az (t), ∀ t ∈ [0,∞),
z (0) = z0 ∈ D(A).
Par exemple A ∈ Mn(C) anti-hermitienne, et D(A) = X = Cn .
Ou encore
A =
(
0 I
∆ 0
)
(+ conditions de Dirichlet) dans Ω ⊂ Rn borne´
et X = H 10 (Ω)× L2(Ω)
⇓
L’e´quation des ondes avec z =
[
w
w˙
]
Ghislain Haine Observateurs, 10/04 Reconstruction de l’e´tat initial d’un syste`me 4/ 43
Soit
Y un autre espace de Hilbert
C ∈ L(X ,Y )
τ > 0
On observe z via y(t) = Cz (t) pour tout t ∈ [0, τ ].
Par exemple, dans le cas de
l’e´quation des ondes, on observe la
vitesse de de´placement dans un
sous-domaine O ⊂ Ω
y(t) =
[
0 χO
] [w(t)
w˙(t)
]
, ∀t ∈ [0, τ ],
= χOw˙(t), ∀t ∈ [0, τ ].
Le proble`me inverse
Reconstruire l’inconnue z0 dans X a` partie de l’observation y(t).
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K. Ramdani, M. Tucsnak, and G. Weiss
Recovering the initial state of an infinite-dimensional system using
observers (Automatica, 2010)
Repre´sentation intuitive
2 ite´rations, observation sur [0, τ ].
Ghislain Haine Observateurs, 10/04 Reconstruction de l’e´tat initial d’un syste`me 7/ 43
Quelques re´fe´rences
2005 : Auroux et Blum (C. R. Math. Acad. Sci. Paris) ont introduit
le “Back and Forth Nuding” (BFN), en se basant sur les filtres de
Kalman.
2008 : Phung et Zhang (SIAM J. Appl. Math.) ont propose´ le “Time
Reversal Focusing” (TRF), pour l’e´quation de Kirchhoff.
2010 : Ramdani, Tucsnak et Weiss (Automatica) ont propose´ leur
algorithm, base´ sur une ge´ne´ralisation des observateurs de Luenberger,
et qui ge´ne´ralise le TRF.
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On construit l’observateur direct{
z˙+(t) = Az+(t)− C ∗Cz+(t) + C ∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],
z+(0) = z+0 ∈ D(A).
Si l’on soustrait le syste`me observe´{
z˙ (t) = Az (t), ∀ t ∈ [0, τ ],
z (0) = z0,
on obtient (en se souvenant que y(t) = Cz (t)), en notant e = z+ − z ,{
e˙(t) = (A− C ∗C ) e(t), ∀ t ∈ [0, τ ],
e(0) = z+0 − z0,
Qui est exponentiellement stable si et seulement si (A,C ) est
exactement observable en temps τ , i.e.
∃kτ > 0,
∫ τ
0
‖y(t)‖2dt ≥ k2τ ‖z0‖2, ∀ z0 ∈ D(A).
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Dimension finie ?
En dimension finie, cette hypothe`se dite d’observabilite´ est appele´e
de´tectabilite´. Elle se traduit par le crite`re du rang de Kalman
Crite`re du rang
Le syste`me (A,C ) est de´tectable si et seulement si
Rang

C
CA
CA2
...
CAn−1
 = n.
Remarque
Dans ce cas, le temps ne joue aucun roˆle ! Nous choisissons la ge´ne´ra-
lisation forte pre´sente´e plus haut, qui correspond en fait a` l’inversibilite´
du grammien d’observation, comme dans le crite`re de Kalman.
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Stabilite´ exponentielle ⇒ ∃M > 0, β > 0 tel que
‖z+(τ)− z (τ)‖ ≤ Me−βτ‖z+0 − z0‖.
On construit maintenant un syste`me re´trograde similaire : l’observateur
re´trograde,{
z˙−(t) = Az−(t) + C ∗Cz−(t)− C ∗y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],
z−(τ) = z+(τ).
On obtient par des calculs similaires
‖z−(0)− z0‖ ≤ Me−βτ‖z+(τ)− z (τ)‖ ≤ M 2e−2βτ‖z+0 − z0‖.
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Si
∃kτ > 0,
∫ τ
0
‖y(t)‖2dt ≥ k2τ ‖z0‖2, ∀ z0 ∈ D(A),
Ito, Ramdani et Tucsnak (Discrete Contin. Dyn. Syst. Ser. S, 2011) ont
montre´ que
α := M 2e−2βτ < 1.
En ite´rant n fois le cycle observateurs direct–re´trograde avec
z+n (0) = z
−
n−1(0), on aboutit a`
‖z−n (0)− z0‖ ≤ αn‖z+0 − z0‖.
C’est le principe de l’algorithme de Ramdani, Tucsnak et Weiss
pour reconstruire z0 a` partir y(t) (dans un cas tre`s particulier).
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Dans ces travaux, l’observabilite´ exacte en temps τ
∃kτ > 0,
∫ τ
0
‖y(t)‖2dt ≥ k2τ ‖z0‖2, ∀ z0 ∈ D(A),
n’est pas satisfaite !
On remarque cependant que si l’algorithme converge bien vers l’inconnue
z0 dans ce cas, cette hypothe`se n’est pas ne´cessaire pour qu’il est un sens !
Questions
Avec C et τ > 0 quelconques, l’algorithme converge-t-il
toujours ?
Si c’est le cas, quelle est la limite de z−n (0) et quelle est son lien
avec z0 ?
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De´composition de X :
Notons Ψτ l’ope´rateur line´aire
Ψτ : X −→ L2 ([0, τ ],Y ) ,
z0 7→ y(t).
Trivialement, si z0 ∈ Ker Ψτ , on a y(t) ≡ 0, et z0 ne peut pas
eˆtre reconstruit !
On de´compose donc X = Ker Ψτ ⊕ (Ker Ψτ )⊥ et on de´finit
VNobs = Ker Ψτ , VObs = (Ker Ψτ )
⊥
= Im Ψ∗τ .
Remarquons que l’observabilite´ exacte ne signifie rien d’autre
que Ψτ borne´ infe´rieurement et donc que ⇒ X = Im Ψ∗τ .
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Stabilite´ de la de´composition
Soit T+ (resp. T−) le semi-groupe engendre´ par A+ := A− C ∗C (resp.
A− := −A− C ∗C ) sur X . (Remarquons qu’en dimension finie, il s’agit la`
des exponentielles de matrices etA
+
et etA
−
).
Le cycle d’observateurs direct–re´trograde revient a` conside´rer
l’ope´rateur T−τ T+τ , i.e.
z−(0)− z0 = T−τ T+τ
(
z+0 − z0
)
.
Notons S (c’est-a`-dire etA) le groupe engendre´ par A, alors (puisque
A = A+ + C ∗C )
Sτ z0 = T+τ z0 +
∫ τ
0
T+τ−tC ∗ CStz0︸ ︷︷ ︸
Ψτ z0
dt , ∀ z0 ∈ X .
On obtient alors
T−τ T+τ VNobs ⊂ VNobs, T−τ T+τ VObs ⊂ VObs.
L’algorithme pre´serve la de´composition de X !
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Convergence de l’algorithme
Trivialement, l’algorithme n’a aucune influence sur VNobs.
Notons L = T−τ T+τ |VObs , on a
1
‖Lnz‖ = o
(
1
n
)
, ∀ z ∈ X
2
‖L‖L(VObs) < 1⇐⇒ Im Ψ∗τ est ferme´ dans X
Ide´e de la de´monstration
1 L est auto-adjoint positif.
Ln+1 < Ln d’ou` l’on de´duit limn→∞ Ln = L∞ ∈ L(VObs).
∀z ∈ X on a ∑n∈N Lnz absolument convergent dans X , d’ou` la
conclusion.
2 Par la formule de Duhamel =⇒ ‖L‖L(VObs) peut se re´e´crire en
terme de inf
‖z‖=1,z∈VObs
‖Ψτ z‖.
Im Ψ∗τ est ferme´ dans X ⇐⇒ Ψτ est borne´ infe´rieurement sur
VObs.
z+0 ∈ VObs =⇒ z−n (0) ∈ VObs, ∀n ≥ 1.
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The´ore`me
Notons Π la projection orthogonal de X sur VObs. On a alors pour tout
z0 ∈ X et z+0 ∈ VObs :
1 Pour tout n ≥ 1,∥∥(I −Π) (z−n (0)− z0)∥∥ = ‖(I −Π) z0‖ .
2 La suite (‖Π (z−n (0)− z0)‖)n≥1 est strictement de´croissante et
satisfait ∥∥Π (z−n (0)− z0)∥∥ = ∥∥z−n (0)−Πz0∥∥ = o ( 1n
)
.
3 Il existe une constante α ∈ (0, 1), inde´pendant entre z0 et z+0 ,
telle que pour toute n ≥ 1,∥∥Π (z−n (0)− z0)∥∥ ≤ αn ∥∥z+0 −Πz0∥∥ ,
si et seulement si Im Ψ∗τ est ferme´ dans X .
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La physique du mode`le
Credit : RECENDT
L’onde ge´ne´re´e w satisfait
d2w
dt2
(x , t) = c2(x )∆w(x , t), ∀ t ≥ 0, x ∈ R3,
w(x , 0) = w0(x ), ∀ x ∈ R3,
dw
dt
(x , 0) = 0, ∀ x ∈ R3,
avec
c est la vitesse connue de propagation des ondes,
(w0, 0) est inconnue, et contient des informations sur les cellules.
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La physique du mode`le
Observation externe au corps =⇒ w(x , t) sur une “surface”S.
Observation durant un laps de temps court =⇒ temps de mesure
τ > 0 fini.
On choisit τ pour que tout le signal soit “sorti” (Principe de Huygens).
Autrement dit
y(x , t) = w(x , t), ∀ x ∈ S, t ∈ [0, τ ].
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Mise sous la forme z˙ = Az , y = Cz
1 Difficulte´ principale =⇒ domaine R3 : pas d’observabilite´ exacte !
2 w0 ∈ C∞(R3) a` support compact dans Ω (support = corps).
Formule de Poisson-Kirchhoff
w(x , t) =
∂
∂t
(tSw0(x )) , ∀ x ∈ R3, t ≥ 0,
avec Sf (x )(t) =
∫
|v |=1
f (x + tv)dσ(v).
3 Principe de Huygens =⇒ pour tout t ≥ 0, le support de w(x , t) est
dans
Ωt = {y ∈ R3 | |x − y | ≤ t , x ∈ Ω}.
4 On mesure pendant τ > 0 secondes =⇒ on borne le “domaine de
calcul” par
Ωτ+ = {y ∈ R3 | |x − y | ≤ τ + ε, x ∈ Ω},
pour ε > 0.
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Mise sous la forme z˙ = Az , y = Cz
Sur Ωτ+ , w(x , t) est donc solution de
∂2
∂t2
w(x , t) = ∆w(x , t), ∀ x ∈ Ωτ+ , t ∈ [0, τ ],
w(x , t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ωτ+ , t ∈ [0, τ ],
w(x , 0) = w0(x ), ∀ x ∈ Ω,
w(x , 0) = 0, ∀ x ∈ Ωτ+ \ Ω,
∂
∂t
w(x , 0) = 0, ∀ x ∈ Ωτ+ .
Soit γ0 ∈ L
(
H 10 (Ωτ+),H
1
2 (∂Ω)
)
l’ope´rateur trace sur ∂Ω. On de´finit
D (A0) = H 2(Ωτ+) ∩H 10 (Ωτ+), H = L2(Ωτ+),
A0 = −∆ : D (A0) −→ H ,
et
D
(
A
1
2
0
)
= H 10 (Ωτ+)→ H
1
2 (∂Ω), Y = L2(∂Ω),
C0 = γ0 : D
(
A
1
2
0
)
→ H 12 (∂Ω) ↪→ Y .
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Mise sous la forme z˙ = Az , y = Cz
Sur Ωτ+ , w(x , t) est donc solution de
∂2
∂t2
w(x , t) = ∆w(x , t), ∀ x ∈ Ωτ+ , t ∈ [0, τ ],
w(x , t) = 0, ∀ x ∈ ∂Ωτ+ , t ∈ [0, τ ],
w(x , 0) = w0(x ), ∀ x ∈ Ω,
w(x , 0) = 0, ∀ x ∈ Ωτ+ \ Ω,
∂
∂t
w(x , 0) = 0, ∀ x ∈ Ωτ+ .
Soit γ0 ∈ L
(
H 10 (Ωτ+),H
1
2 (∂Ω)
)
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Mise sous la forme z˙ = Az , y = Cz
Alors 
w¨(t) + A0w(t) = 0, ∀ t ∈ [0, τ ],
w(0) = w0 ∈ D
(
A
1
2
0
)
,
w˙(0) = 0 ∈ H .
Enfin, pour passer au premier ordre, on de´finit
z (t) =
[
w(t)
w˙(t)
]
, z0 =
[
w0
0
]
, X = D
(
A
1
2
0
)
×H ,
A =
(
0 I
−A0 0
)
, D (A) = D (A0)×D
(
A
1
2
0
)
, C =
[
C0 0
]
,
de sorte que {
z˙ (t) = Az (t), ∀ t ∈ [0, τ ],
z (0) = z0 ∈ X ,
et
y(t) = Cz (t), ∀ t ∈ [0, τ ].
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Algorithme de reconstruction
On montre facilement que
1 A est anti-adjoint
2 C ∈ L(X ,Y )
3 (A,C ) n’est pas exactement observable (∀τ > 0)
En effet
Des rayons sont pie´ge´s (Bardos, Lebeau, Rauch 1992).
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Algorithme de reconstruction
On obtient au second ordre l’observateur direct
w¨+n (t) + A0w
+
n (t) = 0, ∀ t ∈ [0, τ ],
C ∗0 C0w
+
n (t) = C
∗
0 y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],
w+1 (0) = 0,
w˙+1 (0) = 0,
w+n (0) = w
−
n−1(0), ∀ n ≥ 2,
w˙+n (0) = w˙
−
n−1(0), ∀ n ≥ 2,
et l’observateur re´trograde
w¨−n (t) + A0w
−
n (t) = 0, ∀ t ∈ [0, τ ],
C ∗0 C0w
−
n (t) = C
∗
0 y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],
w−n (τ) = w
+
n (τ), ∀ n ≥ 1,
w˙−n (τ) = w˙
+
n (τ), ∀ n ≥ 1.
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Simulations avec observation totale
Simulations avec observation totale sur une sphe`re
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Simulations avec observation partielle
Simulations avec observation sur une demi-sphe`re
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Et dans la vraie vie ?
Small Animal Scanner – 2D Array TAT – Wikipedia (EN)
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Simulations avec observation sur une grille 2D
Simulations avec observation sur une grille 2D sur une demi-sphe`re
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Remarque
En utilisant le cadre des syste`mes line´aires bien-pose´s, on obtient exac-
tement les meˆmes re´sultats dans le cas d’ope´rateurs d’observation
C ∈ L(D(A),Y ) admissibles (c’est-a`-dire lorsque Ψτ se prolonge par
continuite´ de D(A) a` X ).
Cas d’e´cole
Soit
Ω ⊂ RN , N ≥ 2, de frontie`re re´gulie`re ∂Ω
∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, Γ0 ∩ Γ1 = ∅
On conside`re l’e´quation des ondes suivantes
w¨(x , t)−∆w(x , t) = 0, ∀x ∈ Ω, t > 0,
w(x , t) = 0, ∀x ∈ Γ0, t > 0,
w(x , t) = u(x , t), ∀x ∈ Γ1, t > 0,
w(x , 0) = w0(x ), w˙(x , 0) = w1(x ), ∀x ∈ Ω,
avec un controˆle u connue, et une donne´e initiale inconnue (w0,w1).
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Observation
Soit νla normale exte´rieure a` Γ1, on observe le syste`me via
y(x , t) = −∂(−∆)
−1w˙(x , t)
∂ν
, ∀x ∈ Γ1, t > 0.
Remarque
Il s’agit de l’observation colocalise´e par rapport au controˆle Dirichlet
sur Γ1.
Guo et Zhang (SIAM J. Control Optim., 2005) ⇒ syste`me line´aire
bien-pose´.
Curtain et Weiss (SIAM J. Control Optim., 2006) ⇒ construction des
observateurs direct et re´trograde (formellement A± = ±A− C ∗C ).
On peut donc utiliser l’algorithme.
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Par exemple, conside´rons la configuration suivante
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Par exemple, conside´rons la configuration suivante
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On choisit une donne´e initiale pour illustrer notre re´sultat
Supp w0 a trois composantes W1,W2 et W3, telles que
W1 ⊂ VObs
W2 ⊂ VNobs
W3 ∩VObs 6= ∅ et W3 ∩VNobs 6= ∅
w1 ≡ 0
On utilise toujours
Gmsh : un mailleur 3D
GetDP : un solveur e´le´ments finis
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La position initiale et sa reconstruction apre`s 3 ite´rations.
⇒ 6% d’erreur relative dans L2(Ω) sur la “partie observable”.
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Conclusion
En cours
Application a` la tomographie thermo-acoustique (MTNS 2014)
A` faire
Stabilite´ de VObs et VNobs avec une observation y bruite´e
Generalisation (A∗ 6= −A)
Ce que j’aimerais faire (de´ja` dans le cas direct !)
Construire des observateurs d’une manie`re plus ge´ne´ral (sans
colocalisation)
Traiter des cas non-line´aires (Burgers visqueux, Navier-Stokes...)
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That’s all folks !
Merci pour votre attention !
G. Haine
Recovering the observable part of the initial data of an infinite-dimensional
linear system with skew-adjoint operator
(Mathematics of Control, Signals, and Systems (MCSS), 2014)
G. Haine
An observer-based approach for thermoacoustic tomography
(Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS), 2014)
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